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Abstract. Let g be a quasitriangular Lie bialgebra over a field K of characteristic zéro, and 
let g* be its dual Lie bialgebra. We prove that the formai Poisson group K[[g*]] is a braided 
Hopf algebra, thus generalizing a resuit due to Reshetikhin (in the case g = s[(2,K) ). The 
proof is via quantum groups, using the existence of a quasitriangular quantization of g*, as 
well as the fact that this one provides also a quantization of 

> 

o 
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00 . § 1 Introduction 

ON 

Soit g une bigèbre de Lie sur un corps K de caractéristique zéro ; soit g* la bigèbre de 
Lie duale de g ; notons enfin K[[g*]] le groupe de Poisson formel associé à g* . Si g est qua- 

Ssitriangulaire, munie de la r-matrice r , cela donne à g certaines propriétés additionnelles. 
Une question se pose alors : quelle nouvelle structure obtient-on sur la bigèbre duale g* ? 
Dans ce travail, nous allons montrer que l'algèbre de Hopf Poisson topologique K[[g*]] est 
^> ! une algèbre tressée (dont nous donnerons la définition plus loin). 

Pour démontrer cela, nous allons utiliser les quantifications d'algèbres enveloppantes. 
D'après Etingof-Kazhdan (cf. [EK]) nous savons que toute bigèbre de Lie admet une quan- 
tification Uh(o), à savoir une algèbre de Hopf (topologique) sur K[[/i]] dont la spécialisation 
à h = est isomorphe à U(q) comme algèbre de Hopf co- Poisson ; de plus, si g est 
quasitriangulaire et r est sa r-matrice, alors une telle Uh(&) existe qui est aussi quasitri- 
angulaire, en tant qu'algèbre de Hopf, avec une i?-matrice Rh ( G Uh(o) <E> Uh(si) ) telle que 
Rh = 1+rh mod h 2 (où l'on a identifié, en tant qu'espace vectoriel, Uh(o) — U (g) [[h]] ). 

Or, d'après Drinfel'd (cf. [Dr]), pour toute algèbre enveloppante universelle quantifiée 
U, on peut définir une certaine sous-algèbre U', qui est aussi une sous-algèbre de Hopf, et 
telle que, si la limite classique de U est U(g) (avec g une bigèbre de Lie), alors la limite 
classique de U' est K[[g*]] (on utilise là le formalisme des QUE et des QFSHA). 
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Dans notre cas, si l'on considère Uh(ô)' , on peut remarquer que la i?-matrice n'appar- 
tient pas, a priori, à Uh(o)' <g Uh(ô)' = (Uh{ô) <8> Uh(g>)) ; néanmoins, son action adjointe 

K h := Ad(R h ) : U h (g) <g> U h (g) ► U h {$) <g> U h (g) , x ® y ^ R h ■ {x ® y) ■ R' 1 , 

stabilise la sous-algèbre Uh(g>)' <g Uh(o)' , donc induit par spécialisation un opérateur TZq 
sur K[[g*]](gIK[[g*]] . Enfin, les propriétés qui font de Rh une .R-matrice impliquent que TZh 
est un opérateur de tressage, donc il en est de même pour TZq : ainsi, la paire (K[[g*]], TZo) 
est une algèbre tressée. Ce résultat avait été démontré pour g = sl(2, K) par Reshetikhin 
(cf. [Re]), et généralisé au cas où g est semisimple de dimension finie par le premier auteur 
(cf. [Ga], où une analyse plus précise est effectuée). 
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§ 1 Définitions et rappels 

Une algèbre de Hopf H (éventuellement topologique) est dite quasitriangulaire (cf. [Dr] , 
[CP]) s'il existe un élément inversible R G H (g H (où le produit tensoriel sera du type 
topologique, le cas échéant) tel que : 

R • A(a) • R' 1 = Ad{R){A(a)) = A op (a) 
(A<g)id)0R) =R 13 R 2 3 
(id® A) (#) =Ri 3 Ri2 

où A op est la comultiplication opposée, i. e. A op (a) = a o A(a) avec a: A® 2 — > A® 2 , 
a®b \— > 6<ga , et Ri 2 , R13, R23 G H® s (ou la complétion convenable de H® 3 ), 7R 12 = i?<g>l , 
R 23 = 1®R, Ris = (o-® id) (R 23 ) = (id <g> a) (R 12 ) . 

Il résulte des identités ci-dessus que vérifie l'équation de Yang-Baxter dans H® 3 : 

R12R13R23 = -R23-R13-R12 • 

Ainsi, les produits tensoriels de iï"-modules sont munis d'une action du groupe des tresses. 
On s'intéresse aussi à une notion plus faible : 

Définition 1.1. (cf. [Re], Définition 2) Une algèbre de Hopf H est dite tressée s'il existe 
un automorphisme 1Z de H ® H (ou d'une complétion convenable de H (g H) différent de 
a: a (g 6 1— > b (g a tel que : 

TZoA = A op 
( A <g> id) o 1Z = n 13 o 1Z 23 o (A <g> id) 
(id <g> A) o K = 7l 13 o 1Z 12 ° (id <g> A) 

où 1Z\ 2 ,1Z\3,1Z 2 3 -sont les automorphism.es de H ® H ® H définis par 1Z\ 2 = 1Z (g id, 
7e 23 = id ® 7e , 7Z 13 = (a <g id) o (id (g) 7e) o (a (g id) . □ 

Il résulte de la définition que TZ vérifie l'équation de Yang-Baxter dans End(H® 3 ) 

7Zl2 7Zl3 7^-23 = 7^-23 o 7^13 o 7Z\ 2 . 
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Ceci entraîne l'existence d'une action du groupe des tresses sur les puissances tensorielles 
de H. En outre, il est clair que si {H, R) est quasitriangulaire, alors (H, Ad(i?)) est tressée. 

D'après Drinfel'd (cf. [Dr]), on appelle algèbre enveloppante universelle quantifiée (dite 
AEUQ dans la suite) toute K[[/i]] -algèbre de Hopf topologique et complète au sensé di- 
adique dont la limite classique (= spécialisation à h = 0) est une algèbre de Hopf co- 
Poisson cocommutative (autrement dit, cette limite est l'algèbre enveloppante universelle 
d'une bigèbre de Lie). On démontre dans [EK] que, pour toute bigèbre de Lie g, il existe 
une AEUQ, qu'on notera Uh(gi), dont la limite classique est isomorphe à U(g) ; en outre, 
on a une identification Uh(ô) — U(g)[[h]] en tant que IK[[/i]]-modules, donc aussi Uh($) <8> 
Uh(d) — {U(q) <S> U (g)) [[h]] . Ici, comme ailleurs dans la suite, les produits tensoriels entre 
K[[/i]] -modules sont des produits tensoriels topologiques. De plus, si g est quasitriangulaire 
- comme bigèbre de Lie (cf. [CP]) - - et r est sa r-matrice, alors il existe une telle 
Uh(o>) qui es t aussi quasitriangulaire — en tant qu'algèbre de Hopf — avec une .R-matrice 
Rh ( G Uh(o) <S> U h (o) ) telle que R h = 1 + r h mod h 2 , ou R h = 1 + r h + O (h 2 ) (avec 
0(h 2 ) Eh 2 ■ H ®H). 

Soit H une algèbre de Hopf sur K[[/i]]. Pour tout tieN, nous définissons A n : H — >■ 
H ®n par A o . = e? A i . = id ^ 5 et A n . = (A ® id® (n " 2) ) oA"" 1 si n > 2. Pour tout 
sous-ensemble ordonné E = {ii, ■ ■ ■ ,ik} C {l,...,n} avec %\ < • • ■ < , on définit 
l'homomorphisme j s : H® k — >■ H® n par j s (ai <£>■••<£> au) '■= b\ <S> • • • <S> b n avec bi := 1 
si i ^ S et bi m := a m pour 1 < m < k ; on pose alors := j-z o A k . Enfin, définissons 
les applications linéaires ô n : H — > H® n pour n G N + par : 

tn:= E (-l) n "' S| A s ; (1.1) 

EC{l,...,n} 

il est alors possible de définir aussi le sous-espace H' := {a G H | <5 n (a) G h n H® n } , muni 

de la topologie induite: en fait, si if est une AEUQ, alors H' est même une sous-algèbre 
de Hopf. 

Pour étudier H', nous aurons besoin de "renverser" la formule (1.1). Pour ce faire, nous 
allons maintenant définir, pour S = . . . , ik} Ç {1, . . . , n} , avec %\ < • • • < ik '■ 

<fe:= £ (-1) |EHS,| A E , ; (1.2) 
E'ÇE 

en particulier on a : 5{i v .., n } = 5 n • Nous avons alors une formule d'inversion de Moebius : 
Proposition 1.2. Pow S = {h, . . . , ik} Q {1, . . . , n} avec ii < • • • < ik , on a : 

A E = ô z' ■ 

S'ÇE 

Preuve. Sans perdre de généralité nous pouvons supposer E = {1, . . . , n} et démontrer le 
résultat par récurrence sur n = |E|. Pour n = 0, le résultat est évident. Supposons le 
acquis au rang n et démontrons le au rang n + 1 . 
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Pour plus de commodité nous noterons E l'ensemble des sous-ensembles de {1,..., 
n + 1} privé de {1, . . . , n + 1} . Alors 

A { i,..., n+ i} = <J{i, 

= *{!, 
= *{1, 
= *{1, 

C'est le résultat au rang n + 1 . □ 

Soit Uh(o) une AEUQ, ayant U(q) pour limite classique : alors, d'après Drinfel'd encore 
(cf. [Dr]), Uh(o) a pour limite classique K[[g*]], le groupe formel associé à la bigèbre de 
Lie g* duale de q (voir [EK] pour une preuve de ce fait-ci). Notons que est une 

algèbre de Hopf Poisson topologique (le coproduit étant à valeurs dans le produit tensoriel 

topologique). De plus, on a (Uh{o) <S> Uh(o)) = Uh(g)' <E> Uh(g)' : cela est clair grâce 
à l'identification Uh(d)' — {Uh(ô*))* (1 & définition du dual d'une AEUQ et la preuve de 
l'identification étant données dans [EK], §4.3-5) et le fait que Uh(s*)<S>Uh(s*) = Uh(Q*®8*)- 



vTl+l- E 



n+l-|E| 



■,n+l} - Yl ( _1 ) 7 

Ees 

.,n+l} - Yl Y 
EeSE'ÇE 

■,n+l} - Y 5s " 

E'e£ E'ÇEes 

.,n+l} + ^ ^E' • 1 = ^ fe' • 

E'eE E'Ç{l,...,n+l} 



vn+l-|E| 



§ 2 Résultats préliminaires 

Dans cette section (H, R) sera une algèbre de Hopf quasitriangulaire. Nous voulons 
étudier l'action adjointe de la .R-matrice sur H <g> H, où cette dernière est munie de sa 
structure naturelle d'algèbre de Hopf ; nous noterons par A son coproduit, défini par : 

Â := s 2 3 o (A (g) id H <g> id H ) o (id H <g> A) . 

où s 2 3 désigne la volte dans les positions 2 et 3. Nous noterons aussi I := 1 <g) 1 l'unité 
dans H <g>H. 

De même que nous avons défini H', nous pouvons définir (H <g> H) . Notre but est de 
montrer que, bien que la .R-matrice n'appartienne pas forcément à (H ® if) , son action 
adjointe a h- > R ■ a ■ R -1 laisse stable (if <8> iï) . 

Posons tout d'abord, pour E = . . . , z^} Ç {1, . . . , n} , toujours avec z'i < • • • < ik : 

-^E : = R2i 1 -l,2i k R2i 1 -l,2i k _ 1 ■ ■ ■ R2i 1 -l,2i 1 R2i 2 -l,2i k ' • ' R2i k _ 1 -l,2i 1 R2i k -l,2i k " ' ' R>2i k -l,2i 1 

(produit de k 2 termes) où les Rij sont écrits ici pour j {i j} (R), en définissant : 
H (g> H — ► H® 2n comme précédemment. Nous noterons toujours |E| pour le cardinal de 
E (ici |E| = k). Nous avons la proposition suivante : 
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Proposition 2.1. Dans (H <g> H)® n , pour tout E Ç {1, . . . , n}, on a : Â S (P) = P s . 
Preuve. Sans perdre de généralité, nous démontrerons le résultat pour S = {1, . . . , n}, i.e.: 

^■{l,...,n}(R) = R{l,...,n} = Rl,2n ' R\,2n-2 ' " " Pi, 2 ' R?>,2n " ' ' P2n-3,2 ' R2n-l,2n ' " * Rln-\, 2 • 

Le résultat est évident au rang n = 1 . Supposons le acquis au rang n , et montrons le 
au rang n + 1 ; par définition de A et par les propriétés de la P-matrice on a : 

À {1 ,..., n+1} (R) = [A^id H ^ n - 1 )(À {1 _ n} (R)) = (A ® id^- 1 ) (R {1 ,..., n} ) 

= s 23 (A ® id ® 2n )(id H ® A (g) id ®( 2 "- 2 )) (p 1>2n . . . p 1>2 . . . p 3>2 . . . R 2n _ h2 ) 

= «23 (A <g) id ® 2n ) (Pl,2n+1 • • ' Rl,sRl,2 ' " ' -R4, 3-^4, 2 ' ' ' -R2n, 3-^2^,2) 
= S23(-Rl,2n+2-R2,2n+2 ' ' ' #1,4-^2,4-^1,3-^2,3 ' ' ' #5, 4-^5, 3 " ' ' #2n+l, 4#2n+l, 3) 
= -Rl,2n+2#3,2n+2 ' ' ' #1,4#3,4 ' #1,2#3,2 ' ' ' -^5,4 ' -^5,2 ' " " #2/1+1, 4-^2^+1, 2 
= Rl,2n+2 ■ ■ ■ -Rl,4-Rl,2-R3,2n+2 • • • #3,4-^3,2 • • • #5,4-^5,2 • • • -R2n+1,4-R2n+1,2 
= #{l,...,n+l} • 

C'est le résultat au rang n + 1 . □ 

Dans toute la suite de cette partie nous allons considérer un élément a dans (H ® H)' . 
Ainsi ô n (a) = 0(h n ) pour tout n G N. Nous avons alors la proposition suivante (où, ici 
comme ailleurs dans la suite, on utilise la notation := ( ) ) : 

Proposition 2.2. Pour tout a G (H <g> H)' , pour tout n G N et pour tout i < n on a : 
Â{i,...,n}(a) = E (- 1 ) Î "' E ' 1 C-'?-|e<| ÂE'(a) + 0(^ +1 ) . 

E'Ç{l,...,n}, |E'|<i 

P/ws généralement, pour \L\> i , on a : 

Âs(a) = E (-1)^'' C \^L\v\ ÂE'(a) + 0(^ +1 ) . 

E'ÇE, |E'|<i 

Preuve. Il suffit de prouver le premier énoncé. Nous utilisons la Proposition 1.2, qui donne : 
Â {1> .„ >B} (a)= J2 ô ^= E 5 s (a) + 0(^ +1 ) 

EÇ{l,...,n} EÇ{l,...,n}, |E|<i 

= E E(- 1 ) |SHE ' IA -w+°C' <+1 ) 

EÇ{l,...,n}, |E|<i E'ÇE 

E'Ç{l,...,n}, |E'|<i E'ÇE, |E|<i 

E A E Ka)(-ir |E ' | crJ 1 _ l |E , l +o(^). 

E'Ç{l,...,n}, |E'|<< 

Ceci est bien le résultat souhaité. □ 
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Avant de nous attaquer au résultat principal de cette section, il nous faut encore un 
petit rappel technique sur les coefficients du binôme : 

Lemme 2.3. Soient r, s, t G N tels que r < t. On a alors les relations suivantes (où 
Von pose := si v > u ) : 

(a) È(-l) d Q_iCf = -(-ir; 

(b) ]T(-l) d Q +s Gt = 0. 

d=0 



Preuve. On peut prouver ce lemme en écrivant le développement en série formelle de 

oo 

(i-xv +1 ' ^ sav °i r (i-xv +1 = ^ Cl +r X k . En remarquant que, pour t > r, on a 

(i-x) r+i ' (1 ~~ ^0* = (-*■ — -^0* r 1 , et en identifiant les coefficients correspondant à 
X n = X l - r - x , on obtient : 

n t 

= {-ifc b t ci +r = (-i) p cî- p cr-p-i = E (-i)'" d ^cs-i 

k+b=n p=0 d=0 

ce qui prouve (a). 

De même, en identifiant les coefficients correspondant à X n , avec n > t — r — 1 , on a : 

n t 
k+b=n p=0 d=0 

d'où on obtient le résultat f&j en posant s = n — t + r . □ 

Voici enfin le résultat principal de cette section : 

Proposition 2.4. Pour tout a G (H <g> H)' , on a : Ra R' 1 G (H <g> H)' . 

Preuve. Comme nous devons montrer que RaR~ x appartient à [H <g) if) , nous devons 
considérer les termes 8 n (R ai? -1 ), n G N. Pour cela nous allons réécrire 5{i v .. )T7 ,} 
en utilisant la Proposition 2.1 et le fait que A et plus généralement A{ il ,...,i k y, pour k <n, 
sont des morphismes d'algèbre ; alors : 

o {1 ,..., n} (tfalT 1 ) = E (-l) nHE| ^E A E (a)^ 1 . 

EÇ{l,...,n} 

Nous allons démontrer par récurrence sur i que : 

*{i,...,n} {RaR' 1 ) = 0(h l+1 ) pour tout < i < ra - 1 . (*) 
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Autrement dit, on verra que tous les termes du développement limité à l'ordre n — 1 sont 
nuls, donc ô n (RaR -1 ) = 0(h n ) , d'où notre énoncé. 

Pour i = , on a, pour chaque E : Â E (a) = e(a)I® n + 0(h) et R^ = I® n + 0(h) , et 
de même on a aussi R^ 1 = I® n +0(h) , d'où : 

n 

8 {1 _ n} {RaR- 1 ) = £ C n fc (-l) n - fc e(a) J®« + O(fc) = O(Zi) , 

k=i 

donc le résultat (*) est vrai pour i = . 

Supposons le résultat (★) acquis pour tout i' < i . Écrivons les développements di- 
adiques de i?E et R^ 1 sous la forme : 

oo oo 

= R^ h e et R- 1 = 4" m) & m • 



£=0 m=0 

Par la proposition précédente, nous avons une approximation de As (a) à l'ordre j : 
Â E (a) = £ Cj^j!îïL| E ,| Â E ,(a) + 0(^ +1 ) • 

E'ÇE, |E'|<j 

Nous avons alors l'approximation de 5{i,..., n } (RaR -1 ) : 

s {1 ,... M (RaR- i )= Yl E (-ir |E| 4' ) ÀE(a)4" m) ^ +m +o(^ +l ) = 

EÇ{l,...,n} ^+m<i 

= È E ( E E(- i r |E| (- i r |E ' lc i , iiSVi^ <) ^'W4" m) + 

j=0 e+m=i-j \EÇ{l,...,n} E'ÇE 



s l>i |E'|<i 



E (- 



EÇ{l,...,n} 
|S|<J 



= E E 

j=0 e+m+j=i E 



-1)"" |E| fl« À E (a) i4" m) j h f+m + 0(fe !+1 ) = 

E ( E(- 1 )"" |E| (- i r |E '' c, É l - i: i!-P' l 4' ) ÀE.(a)4-»» + 

:'Ç{l,...,n}^ EÇ{l,...,n} 
|E'|<j E'ÇE, |E|>j 

+ (-l) n -l E 'l fi W Â E /(a) i?^7"° j + 0(/* i+1 ) . 



Nous noterons (E) la dernière expression entre parenthèse, et nous montrerons que cette 
expression est nulle, d'où ô n (RaR -1 ) = 0(h l+1 ) . 

Regardons d'abord les termes correspondant à £ + m = , c'est-à-dire j = i . On 
retrouve alors 5{i,..., n }(a), qui est dans 0(h %+1 ) par hypothèse. Dans la suite du calcul 
nous supposerons désormais i + m > . 
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(£) (—m) I \ l ® n 

Regardons maintenant comment les termes _R E et _R E agissent sur [H <g> H) 
(respectivement à gauche et à droite) pour £ + m fixé (et positif), disons £ + m = S . 

En faisant le développement limité de chaque Rij qui apparaît dans R-z , on voit que 

R^ et R^~ m ' > sont sommes de produits d'au plus £ et m termes respectivement, cha- 

cun agissant sur au plus deux facteurs (tensoriels) de [H <g> H) . Nous allons réécrire 

-R E Âe' (a) RjT^ en regroupant les termes de la somme qui agissent sur les mêmes 

e+m=s 

facteurs de [H (g) H) , facteurs dont nous identifierons les positions par E . 

Or, si i appartient à E", dans l'identification (H <g> H)® n = H® 2n (telle qu'on l'a choisie 
pour définir R% ) l'indice i correspond à la paire (2i — l,2i) ; mais alors -Re et -R^ 1 , et 

donc aussi chaque R^ et chaque _R E m ^ , peuvent agir de manière non triviale sur le i- 
ème facteur de A E /(a) seulement si l'un de 2i — 1 et 2i (ou même les deux) apparaît dans 
l'écriture explicite de i? E (dans H® 2n ), donc seulement si i G E : ainsi E" Ç E . Nous 
posons alors : i? E Âjy (a) _R E m ) _ ^ -^jy s e" ( a ) • 

£+m=S ' E"ÇE ' ' 

Maintenant considérons ÊDS. D'après la définition on a _R E = .Re + «4. , où ^4 est une 
somme de termes qui contiennent des facteurs -R^i-i 2j avec {hj} 2 ^ : pour ce voir, il 
suffit de développer chaque facteur R a & dans i?g comme R a ,b = l® 2n + O(h) . De même, 
on a aussi R^ = R^ + A' , et pareillement R^ m ^ = R^~ m ^ + A" . Cela implique que 

A^p, s E , (a) = E E , (a) , d'où on déduit que les A^,J E E , (a) ne dépendent pas de E ; 
on peut alors écrire : 



£+m=S E"ÇE 



f S) 

Nous allons ensuite réécrire (E) à l'aide des A E , E „(a). Par commodité dans la suite 
des calculs, on notera 5e» ce' la fonction qui vaut 1 si E" Ç E' et sinon. 

Nous obtenons alors une nouvelle expression pour 5{i v .. jn } (RaR -1 ) , à savoir 



^...^(tfalT 1 ) = 



-1 



= £ £ £ c- 1 )"" 15 " c- 1 )'" 1 * 1 £ + 

J=° E'Ç{l,...,n} ^ EÇ{l,...,n} ^"^^ 
|E'|<j E'ÇE, |E|>j 



+ ( _l)»-l='l A^£,,(a))h^+0(h^) = 

E"ÇE' / 
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= E E hi ~ j E 4rè(a)x 

'=° E'Ç{l,...,n} E"Ç{l,...,n} 

|S'|<J 

x ( e (-D nHS| (-i)'-' 23 ' 1 ^sv, + (-i)"-' 53 ' 1 <w<) + o(^) . 

^ EÇ{l,..,n} ' 
E'ÇE, E"ÇE, |E|>j 

Notons (-E") s , s „ la nouvelle expression entre parenthèse; autrement dit, pour E' et E" 
fixées, avec |E'| < j , on pose : 

V /E',E" ' — Z_> G |S|-1-|E'| + i -1 ) <>E»ÇE' 

EÇ{l,...,n} 
E'ÇE, S"ÇE, |E|>j 

(au passage, remarquons que celle-ci est une expression purement combinatoire, qui ne fait 
guère référence à A, R, etc.); nous allons montrer que cette expression est nulle lorsque E' 
et E" sont telles que |E' U E"| < j — i + |E'| et |E'| < j . En vertu du lemme suivant, 
ceci suffira pour prouver la proposition 2.4. 

Lemme 2.5. 

( a) On a j < i et i < n — 1 , donc j < n — 2 . 

(b) Pour tout S > , dans l'expression Yl -^e^ Âiy ( a ) -^e m ' ) = X] ^-E^E"( a );> 

^+ m= S E"ÇE 

on a ç«e s „(a) = pour tout E', E" te/s çne |E ; U £"| > 5" + |E'| . 

Preuve. La première assertion est évidente ; pour montrer la deuxième nous étudions 
l'action adjointe de Ry sur (H <g> H^j ® n . 

Premièrement, sur K • I® n l'action de ces éléments donne un terme nul car on retrouve 
le terme à l'ordre S du développement /i-adique de Ry • R^ 1 = 1 (pour S > ). 

Deuxièmement, considérons E Ç {l,...,n}, et étudions l'action sur (H ® H)^, := 

h, ({H ® H)*™) ( Ç (H®Hf n ). On sait que Ry, est un produit de |E| termes du 

type R Œi b , avec a, 6 G { 2% — 1, 2j | i,j G E } ; analysons donc ce qui se passe lorsqu'on fait 
le produit P := Ry • x ■ R^ 1 si x G (H <g> #) E . 

Considérons le facteur i? aj 6 qui apparaît le plus à droite : si a, b G" { 2j — 1, 2j | j G E' } , 
alors en calculant P on trouve P := RyxR^ 1 = R* R a ,bX R~ b R^ 1 = R*xR~ x (où 
R* := Ry R~l )• De même, en avançant de droite à gauche le long de Ry on peut écarter 

tous les facteurs R C: d de ce type, à savoir tels que c 7 d G" { 2j — 1, 2j | j G E' } . Ainsi le 
premier facteur dont l'action adjointe est non triviale sera nécessairement du type R a i 
avec l'un des deux indices appartenant à { 2j — 1, 2j | j G E' } , soit par exemple a. Notons 
que le nouvel indice â (G {1, 2, . . . , 2n — l,2n}) - qui "marque" un facteur tensoriel 
dans H® 2n — correspond à un nouvel indice jâ (G {1, . . . , n} ) - marquant un facteur 

tensoriel de [H ® H) n . Ainsi pour les facteurs successifs — i.e. à gauche de R d g — il 
faut répéter la même analyse, mais avec l'ensemble { 2j — 1, 2j | j G E' U {jâ} } à la place 
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de { 2j — 1, 2j | j e E' } ; donc, comme _R S 5 pouvait agir de manière non triviale sur au 

plus |E'| facteurs de (if <g> H)® n ', de même le facteur plus proche à sa gauche ne peut agir 
de manière non triviale que sur au plus |E'| +1 facteurs. La conclusion est que l'action 
adjointe de ife est non triviale sur au plus |E'| + |E| facteurs de [H ® H^® n . 

Maintenant, considérons les différents termes i? E et R^ m ' > , avec £ + m = S , et 
étudions les produits ■ x ■ R^ m ^ , avec x G (H ® H)^. On sait déjà que et 
R^~ m ^ sont sommes de produits, notés P + et P_ , d'au plus £ et m termes respectivement, 
du type R^^ ; les termes A^ E „(a) ne sont alors que des sommes de termes du type 
P + A S /(a) P- , où de plus les produits P + et P_ ont leurs "positions" dans E". Or, comme 
chaque P+ et chaque P- est un produit d'au plus £ et m facteurs Rfj , on peut raffiner 
l'argument précédent. Considérons seulement le terme à l'ordre S du développement di- 
adique de P := Ry,xR^ x = R± R a ,b x R~l R+ 1 = R*xR~ x : lorsque il y a des facteurs 

du type R^ ou R^\ , pour a, b fixés — n'appartenant pas à { 2j — 1, 2j | j e E' } 
qui apparaissent dans R^ ou P E , pour certains £ ou m, la contribution totale de 

tous ces termes dans la somme Yl -^e x -^e ^ sera nuue (cela vient du fait que 

e+ m =s 

R± R a ,bX R~l R* 1 = R±xR~ x ). De plus, comme maintenant on n'a à faire que avec S 

facteurs au total, on conclut que A^)^.,, (a) = si | E' U E" | > S + | E' | . 
Ceci prouve le lemme. □ 

Nous allons maintenant calculer (p") s , s „ . Grâce à la remarque précédente, nous pou- 
vons nous limiter aux paires (E', E") tels que : 

|E' U E"| <i-j+m+ |E'| <i-j+j = i<n-l . 

On pourra alors toujours trouver au moins deux E Ç {l,...,n} tels que |E| > j et 
E' U E" Ç E , ce qui nous assure qu'il y'aura toujours au moins deux termes dans le 
comptage qui va suivre (condition qui assurera la nullité de l'expression (P') E , E „ )• Nous 
allons distinguer trois cas : 

(I) Si E" Ç E' , alors l'expression (P') s , E „ devient : 

(E' : 1) E , E „ = £ (-l)-PI (-ir^C'-W^ + (-D-PI . 

EÇ{l,...,n} 
E'ÇE, |E|>j 

En regroupant les E qui ont le même cardinal <i, un simple comptage nous donne : 

n 

d=j+l 

Or, cette dernière expression est nulle d'après le Lemme 2.3, car elle correspond à une 
somme du type : 

E (-i) t+r ~ k eu c* + (-i)* = E ci_ x c\ + (-i)* 

k=r+l k=0 
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(où : = si v > u ) avec r, t G N + et r < t : dans notre cas on a posé t = n — |E'| , 
r = j — |E'| et k = d — |E'| ; on vérifie que l'on a bien j — |E'| < n — |E'| parce que 
j < n. 

(II) Si E" % E' et |E' U E"| > j , alors l'expression E „ devient : 



(E':2) s , s „= £ (-l)" HE| (-l) , - |E ' l Cf-L s 1 'L 

EÇ{l,...,n} 
E'uE"ÇE 



En regroupant les E qui ont le même cardinal d, un simple comptage nous donne : 



n 

(E' : 2) E , X „ = Y. <- 1 ) 3HE ' 1 «tl-tl C .t 

d=|E'UE"| 



A nouveau, cette dernière expression est nulle grâce au Lemme 2.3, car elle correspond 
à une somme du type : 

avec r, t, s G N + et r < t : dans notre cas on a posé t = n — |E' U E"| , r = j — |E'| , 
s = |E' U E"| — |E'| — 1 et fc = d- |E'UE"| ; on vérifie que l'on a bien < n- |E'| 

car j < n et |E' U E"| - |E'| - 1 > car E" % E' . 

(IIIJ Si E" £ E' et |E' U E"| < j , alors l'expression (£') E , E „ devient : 



EÇ{l,...,n} 
E'uE"ÇE, |E|>j 



Si l'on regroupe les E qui ont le même cardinal d, un simple comptage nous donne : 



n 

( e> ■■ 3) E ,, E „ = e (-!) n " d ^rl-Vi ç 
d=j+i 



Mais encore la dernière expression est nulle d'après le Lemme 2.3, car elle correspond à 
une somme du type : 

E ci +s et = E (-i) t+r ~ k ci +s 

fc=j + l-|E'UE"| fc=0 

(où : = si v > u ) avec r, t, s E N+ et r < t : ici on a encore posé t = n — |E' U E"| , 
r = j — | E' | , s = | E' U E" | — | E' | — 1 et k = d — | E' U E" | ; on a, toujours pour les mêmes 
raisons, j - |E'| < n - |E'| et |E' U E"| - |E'| - 1 > 0). 

En conclusion dans tous les cas on trouve que (-E") E , E „ =0, d'où (E) = , ce qui 
termine la preuve. □ 
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§ 3 Le résultat principal 

"En collant les différents morceaux" du cadre décrit auparavant, nous obtenons d'abord 
un résultat dans le cadre quantique : 

Proposition 3.1. Soit Uh une AEUQ quasitriangulaire, Rh étant sa R-matrice. 

Alors, si l'on pose IZh := (Ad(Rh)) / , la paire (U h ,1Zh) est une algèbre tressée. 

Preuve. Grâce à la Proposition 2.4 nous savons que Ad(Rh) se restreint à (Uh ® Uh)' = 
U' h ®U' h : mais alors, d'après les définitions, les propriétés (de .R-matrice) de Rh impliquent 
que Ad(Rh) est un opérateur de tressage sur Uh • Donc il en est de même pour TZh par 
rapport à U' h , d'où la proposition. □ 

Enfin nous sommes en mesure de conclure : dans le cadre classique, le résultat ci-dessus 
implique, par spécialisation, le théorème suivant : 

Théorème 3.2. Soit g une bigèbre de Lie quasitriangulaire. Alors K[[g*]] est une algèbre 
(de Hopf Poisson topologique) tressée. 

Plus précisément, il existe un opérateur de tressage sur K[[g*]] et une quantification de 
K[[g*]] qui est à son tour une algèbre tressée dont l'opérateur de tressage se spécialise en 
celui de K[[g*]]. 

Preuve. Soit r la r-matrice de g, considérons (U(g),r) : d'après le §1 nous savons qu'il 
existe une AEUQ quasitriangulaire (Uh(g),Rh) dont la limite classique est exactement 
(U(g), r) ; en outre, la limite classique de Uh(g)' n'est que K[[g*]]. Mais alors la Proposition 
3.1 nous assure que {Uh(ô)',T^h) est tressée, donc sa "limite classique" (K[[g*]], IZo) = 

(Uh{Q)'\ h= Q,T^h\ h= ^j est tressée aussi. □ 
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